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Abstract

Currently, due to economic requirements, transportation process is making use of multi-axle and multi-segment 
vehicles. These vehicles, owing to their suspension system structure, are exposed to a slip in the area of cooperation 

between a tyre and the road surface while making a turning, bypassing, reversing or parking manoeuvres. That is why 

designers revive the idea of steered wheels and axles both in multi-axle vehicles and trailers. The paper, with the use 
of a simplified dynamic model of a three-axle vehicle, contributes to a tentative analysis of wheel steering in vehicles 

with a possibility of rear wheels control to avoid a slip. Rear wheels steering control should lead to overlapping or 

keeping the maximum track of front wheels trajectories. The relationship between the front wheels steering angle 
chosen by a driver and rear wheels steering angle were determined for the adopted model of the three-axle vehicle. 

The calculation results are shown in figures depicting the vehicle curvilinear track-driving at the chosen constant 

steering angle of front wheels and at the angle changing in time according to determined sinus function. The obtained 
results can be used for an analysis of multi-segment vehicles movement, with a simplified model. Further work is 

projected to consider the multi-axle and multi-segment vehicles and their models with a bigger number of freedom 

degrees, with the use of a fault control in steering of all the wheels. 
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ZAGADNIENIE LEDZENIA PRZEBIEGU TORÓW 
KÓ  OSI PRZEDNIEJ PRZEZ KO A OSI TYLNYCH TRZYOSIOWEGO  

POJAZDU SAMOCHODOWEGO 

Streszczenie

Aktualnie do realizacji zada  procesu transportowego wykorzystuje si  pojazdy wieloosiowe i wielocz onowe. Jest 

to spowodowane w du ej mierze wymogami ekonomicznymi. Pojazdy te w przypadku wykonywania na przyk ad
manewrów omijania, zawracania b d  parkowania ze wzgl du na struktur  uk adu jezdnego nara one s  cz sto na 

wyst powanie zjawiska po lizgu w obszarze wspó pracy ko a ogumionego z nawierzchni  jezdni. W zwi zku z tym 

wraca si  do rozwi za  konstrukcyjnych kó  skr tnych b d  osi skr tnych zarówno w pojazdach jak i naczepach 
wieloosiowych. Niniejsza praca wykorzystuj c model dynamiczny pojazdu trzyosiowego znacznie uproszczony, 

stanowi wst pn  analiz  problemu sterowania ko ami pojazdu posiadaj cego mo liwo  skr tu kó  tylnych ze wzgl du 

na unikni cie po lizgu. Sterowanie skr tem kó  tylnych ma prowadzi  do pokrycia b d  maksymalnego zbli enia torów 
kó  przednich i tylnych pojazdu. W zwi zku z tym okre lone zosta y zale no ci mi dzy k tem skr tu kó  przednich 

wybranym przez kieruj cego pojazdem a k tami skr tu kó  tylnych dla przyj tego modelu pojazdu trzyosiowego.

Otrzymane wyniki oblicze  pokazano na za czonych rysunkach podczas realizacji przez pojazd toru krzywoliniowego 
– jazda przy wybranym sta ym k cie skr tu kó  przednich oraz przy k cie zmieniaj cym si  w czasie wed ug okre lonej 

funkcji sinus. Otrzymane wyniki rozwa a  mo na wykorzysta  do analizy ruchu pojazdów wielocz onowych 
z uwzgl dnieniem modelu o daleko id cych uproszczeniach. W dalszej kolejno ci przewiduje si  rozwa y  podobne 

zagadnienia dla pojazdów wieloosiowych i wielocz onowych z wykorzystaniem modeli o wi kszej liczbie stopni 

swobody, wykorzystuj c sterowanie uchybowe w uk adzie sterowania wszystkimi ko ami pojazdu. 

S owa kluczowe: model pojazdu trzyosiowego, ruch po torze krzywoliniowym 
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1. Wprowadzenie 

Pojazdy wieloosiowe i wielocz onowe oraz pojazdy do wielkogabarytowych adunków
specjalnych[1],[6] w przypadku wykonywania manewru omijania b d  wyprzedzania ze wzgl du
na struktur  uk adu jezdnego nara one s  cz sto na wyst pienie zjawiska po lizgu w obszarze 
wspó pracy ko a ogumionego z nawierzchni  jezdni. Manewry parkowania takich pojazdów s
znacznie utrudnione. W zwi zku z tym wraca si  do rozwi za  konstrukcyjnych kó  skr tnych 
b d  osi skr tnych zarówno w pojazdach jak i naczepach wieloosiowych. Niniejsza praca 
wykorzystuj c model dynamiczny pojazdu trzyosiowego znacznie uproszczony, stanowi analiz
jako ciow  problemu sterowania ko ami ze wzgl du na unikni cie po lizgu w strefie wspó pracy
pneumatyka z nawierzchni  jezdni. P aski model pojazdu rozwa any by  w literaturze przedmiotu 
[3], [4], [5] przy rozpatrywaniu zagadnie  kierowalno ci i stateczno ci ruchu pojazdu. 

2. Opis modelu pojazdu 

Schemat pojazdu pokazano na rys.nr1. Przyj to, e rodek masy pojazdu S nie zmienia swego 
po o enia w czasie ruchu, a p aszczyzna pionowa, w której si  on znajduje jest p aszczyzn
symetrii pod u nej modelu. Zmiana kinematyki pojazdu nast puje w zale no ci od za o onej
pr dko ci rodka masy Vs , k ty :  i i . przyjmuj  ma e warto ci. Pojazd obci ony jest si ami 

bocznymi Ni mi dzy nawierzchni  jezdni a ogumieniem, innych oddzia ywa  zewn trznych nie 
uwzgl dnia si . Ruch pojazdu rozpatruje si  wzgl dem nieruchomego uk adu wspó rz dnych XY 
zwi zanego z nawierzchni  jezdni. Sk ada si  on z krzywoliniowego przemieszczania rodka masy 
S z pr dko ci  Vs oraz obrotu dooko a rodka masy z pr dko ci  k tow .Pr dko  k towa 
okre lona jest zale no ci : dtd .Promie  krzywizny toru mo e by  okre lony z wyra enia:

dt

d

dt

d
VR s / ,           (1)

Rys. 1. Model pojazdu trzyosiowego 

Fig. 1. The three axle vehicle model 
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Zamieszczone na rysunku oznaczenia okre laj  odpowiednio:

a, b, c, e, L   - wymiary geometryczne modelu pojazdu,  
    - redni k t znoszenia osi pojazdu, 

Vs    - pr dko rodka masy pojazdu, 
Vsi    - pr dko ci rodków poszczególnych kó  pojazdu, 

i     - rednie k ty znoszenia rodków poszczególnych kó  pojazdu, 

Ni    - si y boczne oddzia ywania nawierzchni jezdni na pojazd. 
  - k t mi dzy osi  pod u n  pojazdu a osi  Y nieruchomego uk adu odniesienia

XY.

rednie k ty znoszenia rodków kó  pojazdu okre la si  wg przyj tego modelu Rocarda [5] 
wspó pracy ko a ogumionego z nawierzchni  jezdni z zale no ci:

i =
i

i

K

N
,              (2) 

gdzie:
Ki - sztywno ci poprzeczne opon pojazdu. 

W obliczeniach przyj to takie same warto ci sztywno ci poprzecznych tylnych i przednich kó
ogumionych. Przyjmuj c ma e warto ci k tów znoszenia oraz takie same warto ci k tów skr tu
dla kó  przednich 1 , oraz kó  tylnych dla osi drugiej 2 a 3  dla osi trzeciej, otrzymuje si

zale no ci:

dt

dc
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s

s

s
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              (3) 

Uk ad równa  ruchu pojazdu ma nast puj c  posta :
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        (4) 

Rozwi zanie uk adu równa  ró niczkowych ( 4) pozwala wyznaczy  funkcje )(t  i )(t oraz

ich pochodne 
dt

d

dt

d
, , niezb dne do okre lenia wspó rz dnych punktów 10 (X10, Y10 ) , 20 (X20

,Y20) i 30 (X30 ,Y30) , ich pochodnych a nast pnie do wyznaczenia wspó rz dnych X Y rodków
poszczególnych kó  (patrz rys. nr 1). Wykorzystuj c zwi zki na t i t  z uk adu równa  ( 4 ) 

otrzymano zale no ci mi dzy k tem skr tu kó  przednich pojazdu 1 a k tami skr tu kó  tylnych 

2 i 3 .

,

,

,

.
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Posta  tych zwi zków jest nast puj ca:

3

1
1133

2

1
1122

)cos()cos(

)cos()cos(

           (5)

gdzie V1, V2 i V3 dla tego przypadku przyjmuje si  równe pr dko ciom odpowiadaj cym punktom 
o wspó rz dnych (X10, Y10 ) , (X20 ,Y20) i (X30 ,Y30) ( patrz rys. nr 1) okre lone s  nast puj cymi 
wyra eniami:  

2
2

3

2
2

2

2
2

1

dt

d
c

dt

d
b

dt

d
a

ss

ss

ss

.

           (6) 

Posta  powy szych zale no ci odpowiada znacznie uproszczonemu modelowi pojazdu. Dla 
pojazdów o ma ej d ugo ci mo na przyj  takie same warto ci k tów skr tu kó .
Poni ej przedstawiono w postaci wykresów wyniki oblicze  dla modelu o danych:  
a=1.0m ; b=3.0m ; c=4.0m ; e=1m ; 1.01 rad, lub 1.01 sin t rad; m=6000kg ; Vs =10 m/s ;  
1=K2=K3=165000N/rad ; Jzz = 7000 kg m2.
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Rys. 2 .Tor ruchu pojazdu dla 1 0.1sin t rad. , 2 13

Fig. 2. A vehicle track for 1 0.1sin t rad. , 2 13
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Rys. 3. Tor ruchu pojazdu dla : 1 0. 1 rad., 2 0 rad., 03 rad., R = 80 m 

Fig. 3. A vehicle track for: 1 0. 1 rad. , 2 0 rad., 03 rad., R = 80 m 
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Rys. 4. Tor ruchu pojazdu dla : 1 0.1 rad., 2 0.1 rad., 12.03  rad.. R =57,2m 

Fig. 4. A vehicle track for 1 0.1 rad., 2 0.1 rad., 12.03  rad.. R =57,2m 
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3. Podsumowanie 

Przedstawiony model pojazdu trzyosiowego z kierowanymi ko ami pozwala na ocen  wp ywu
wybranych parametrów konstrukcyjnych, eksploatacyjnych i k tów skr tu kó  tylnych na tor ruchu 
pojazdu. Mo liwe jest okre lenie warto ci k ta skr tu kó  tylnych dla za o onej warto ci k ta
skr tu kó  przednich i pr dko ci jazdy. Skr canie kó  tylnych zmniejsza warto  promienia 
krzywizny toru ruchu pojazdu. W dalszej kolejno ci rozpatrywane b d  modele pojazdów 
wieloosiowych i wielocz onowych o wi kszej liczbie stopni swobody z kierowanymi ko ami
z wykorzystaniem hipotezy wspó pracy ko a ogumionego z nawierzchni  jezdni [2]. 
Zaproponowany zostanie system bezpo lizgowego sterowania ko ami wykorzystuj cy sterowanie 
uchybowe.
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